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Resumo. A teoria de pequenas deformacoes € aplicada ao estudo da reologia de uma
emulsao diluida sujeita a altas taxas de cisalhamente. O presente artigo mostra a ligacao
da macro-reologia da emulsao com a deformacao e orientacao das particulas fluidas que
compoem a fase dispersa (micro-mecanica). A teoria é comparada com resultados de simu-
lacoes numéricas em altas razoes de viscosidade. Uma tmportante conclusao do presente
trabalho € que uma emulsao diluida composta por particulas de altas viscosidades exibe
shear thinning e comportamento eldstico em moderadas tazas de cisalhamento.
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1. INTRODUCAO

Uma emulsao é definida como sendo uma mistura de particulas de um fluido dis-
persas em uma fase continua de outro fluido. Uma questao basica é entender como a
deformacao e a orientacao das particulas afetam a macroreologia da emulsao, produzindo
efeitos elasticos no escoamento. Emulsoes estao presentes, por exemplo, na industria de
alimentos e cosméticos e em sistemas de recuperacao terciaria de petroleo. Além disso o
comportamento dinamico de drops em emulsao pode ser usado como base para o estudo
do movimento de globulos vermelhos e outras céluals bioldgicas em microvasos e capilares.

O primeiro calculo de suspensoes depois de Einstein (1906) foi desenvolvido por Tay-
lor (1932), que determinou a viscosidade efetiva e calculou estados de pequena deformagao
de emulsoes diluidas de particulas fluidas com alta tensao superficial. Dois anos mais
tarde, Taylor (1934) realizou experimentos com objetivo de visualizar deformagoes de
particulas em escoamentos cisalhantes. Uma série de andlises tedricas foram desenvolvi-
das para estender os resultados de Taylor aos casos envolvendo maiores deformacoes de



particula e emulsoes menos diluidas. Os estudos mais relevantes para o presente trabalho
foram baseados no artigo de Schowalter, Chaffey e Brenner (1968), sobre o efeito da de-
formacao de uma particula fluida na reologia de uma suspensao diluida de dois fluidos
Newtonianos, na extensao desse trabalho para uma situacao mais geral de deformacao por
Frankel e Acrivos (1973) e nas andlises assintdticas propostas por Cox (1969), Barthes-
Biesel e Acrivos (1973). Uma unificacao dessas andlises foi proposta por Rallison (1980).
O principal objetivo do presente trabalho ¢ desenvolver uma teoria que seja aplicada ao
estudo da reologia de emulsoes diluidas com altas razoes de viscosidades fluido-particula,
sujeitas a altas taxas de cisalhamento. Sao dois os parametros adimensionais relevantes
do problema: (i) o nimero de capilaridade, C'a = p¥a/o,, que é uma medida da razao da
intensidade da forca do escoamento externo que tende a deformar a particula, F. ~ pay,
pela forga restauradora de tensao superficial, F, ~ ao,; e (ii) a razao de viscosidade
fluido-particula A = ' /p.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA

A presente analise trata do estudo de uma emulsdo consistindo de particulas fluidas
idénticas de viscosidade ' e densidade p’, suspensas em baixas concentracbes em um
fluido Newtoniano incompressivel de viscosidade i e densidade p. Para baixas concen-
tracoes, ¢, a tensao extra produzida no escoamento pela deformacao das particulas pode
ser calculada com um erro O(¢*) como a superposicao dos stresslets de cada particula iso-
lada, desprezando-se os efeitos de interacoes hidrodinamicas entre as mesmas. A emulsao
¢ sujeita a um escoamento cisalhante linear u™ = (%y, 0,0).

Na formulacao a seguir, comprimentos sao adimensionalizados usando-se o raio ini-
cial da particula, a, enquanto, para adimensionalizacao de tempo utiliza-se o tempo de
relaxagao da tensao superficial, 7 = pa/o,. Velocidade e pressao sdo adimensionalizadas,
respectivamente, com as escalas o,/i ¢ 0,/a. Desde que uma deformagao de primeira
ordem implica numa correcao de segunda ordem na forma das particulas em tempos sub-
sequentes, a equacao Lagrangiana da superficie esférica perturbada pode ser escrita em
termos adimensionais como:

Si(x,t)r(t)—l—%—...o. (1)
Consequentemente, a curvatura média adimensional £ num ponto da superficie é dada
por

k=V, n=2[14+2n-A(t) - n+...]. (2)

Em que 7 =| x | e n é o vetor normal unitdrio a superficie. Defini-se A como sendo o
tensor distorcao da particula. Os autovalores de A caracterizam as deformacoes principais
da particula, enquanto a base de autovetores define as direcoes principais de deformacao.
No sentido de se preservar o volume da particula A : T = 0. Aqui, I é o tensor identidade
e V, = (I —nn) -V é o operador gradiente tangente a interface fluido-particula. A de-
terminacao de S;(t) é possivel conhecendo-se a distribuigao de velocidade u® na superficie
da particula e aplicando-se a condicao de contorno cineméatica

dsi(t)
dt

0. (3)



2.1. Hidrodinamica do escoamento macroscépico

Em problemas tipicos de escoamentos bifasicos particulados envolvendo particulas
ou bolhas da ordem de milimetros existe movimento relativo entre as fases, requerendo
equacoes do movimento diferentes para cada fase. No presente contexto, no entanto,
utiliza-se a teoria de suspensoes descrita por Batchelor (1976) que, em geral, propoem
uma unica equacao para descrever o escoamento médio da emulsao no qual o efeito das
particulas ¢ levado em consideracao nas propriedades reoldgicas desse material.

Considerando-se que o comprimento caracteritico L. do escoamento macrocdpico é
muito maior do que o tamanho a da particula, pode-se pensar numa descricao continua
do campo de escoamento sendo governado pela equacao

Re (%) =V (g, V- (u) = 0, (4)

emul >

em que Re = ¥L? /v é o nimero de Reynolds macroscopico e (& ¢ o tensor de tensoes
médio do escoamento da emulsao, em geral, avaliado por meio de simulacao numérica
da micro-estrutura de emulsoes concentradas (Loewenberg & Hinch, 1996). No presente
trabalho o principal objetivo é calcular esse tensor para uma emulsao diluida de altas
razoes de viscosidade (A > 1) e sujeita a altas taxas de cisalhamento (Ca > 1). Geral-
mente, (c®™*) é nao-linear, dependendo da deformacao e da orientacao das particulas
no escoamento. De acordo com Landau & Lifshitz (1987) e Batchelor (1970): {(g®™*) =
(pI + 2u(E) + n{c?). Os dois primeiros termos do lado direito da equagio definem a
contribuicao ao tensor de tensao médio da emulsao, devido a fase continua fluida, com
taxa de deformagao média e pressio média definidas por (E) e (p), respectivamente.
Aqui, n = N/V é o numero de densidade de particulas na emulsdo, N o nimero total de
particulas, V' o volume total da emulsao e

(0) = 572 [, Bl nlf 3 Dan 4 )} s, )

¢ a contribuicao da fase dispersa para o tensor de tensoes da emulsao devido a forca dipolar
(stresslet) que cada particula livre de torque produz no escoamento (Cunha 1997). S; é a
superficie da particula 4, com vetor unitario normal n, e [[g - n|]* é o salto de tracao na
interface fluido-fluido, que serd discutido ao longo deste artigo.

A microhidrodinamica do escoamento, u, é tratada em baixo nimero de Reynolds
de particula, com Re, = Re(a/L)* << 1 e considera-se que o fluido se ajusta instanta-
neamente as mudancas no contorno, devido & répida difusao de vorticidade; a*/v <
O(ap/o,). Desta maneira, o problema de deformagao é governado a cada instante pelas
equacoes de Stokes em regime quasi-permanente: V.u=0Vx e V.a=0 para x¢& S,
em que

~J =PI+ pu(Vut+Vu') sexe V, (6)
| =PI+ Au(Vu+Vul) sexe V'

P = p—pg-xé a pressao modificada pelo efeito da gravidade.



2.2. Condicoes de contorno

As condigoes de contorno do escoamento requerem além de um campo de velocidade
imposto no infinito, a continuidade de velocidade e um balanco entre a tracao liquida
superficial e a forca de tensao superficial, na interface fluido-fluido .S;. Matematicamente,
isto pode ser postulado na forma: u — u*® |x| — oo; u(x) =u'(x), x=x,€5,.

O estudo em questao considera uma emulsao caracterizada por pequenos numeros
de Marangoni, Ma = Ac,/Ca < 1. Isto significa que, o tempo para deformacao é
muito maior que o tempo de equilibrio da distribuicao de tensoativos na superficie da
particula, podendo-se, entao, desprezar-se o efeito elastico nas interfaces fluido-fluido
imposto pela presenca de impurezas. Considera-se, também, o caso de uma emulsao livre
do efeito liquido da gravidade (i.e. baixos nimeros de Bond, Bo = Apa®g/o, < 1). Nestas
condigoes o salto de tensoes [[g - n]]® reduz-se a:

llg-n]]® = koyn, para  x=1x,€S,. (7)

3. METODO DE SOLUCAO DA HIDRODINAMICA

O objetivo principal desta secao é determinar a distorcao A de primeira ordem da
superficie da particula, produzida pelo segundo harmonico E = (%/2)(ij + ji). A solugdo
da hidrodinamica do problema de pequenas deformacoes pode ser determinada a partir
da solucao geral de Lamb (1932) das equagoes de Stokes em coordenadas esféricas.

3.1. Solugao assintética para altas razoes de viscosidade

Baseando-se na andlise desenvolvida por Frankel & Acrivos (1973) e Rallison (1980),
verifica-se que se Ca é O(1), mas A > 1, o tensor distor¢ao é da ordem O(1/)), que
tende a zero no limite de particulas com viscosidades muito maiores do que a do solvente.
Nesta condigao limite de particulas com alta viscosidade é apropriado redefinir o nimero
de capilaridade em termos da viscosidade da particula, isto é C'a = Auy/o, = ACa. I im-
portante notar que o numero de capilaridade mede a razao entre as duas escalas de tempo
relevantes do problema: o tempo de deformagao 74 ~ Apa/o, e o tempo do escoamento
externo imposto 7. ~ 1/4. No caso presente, se A é grande, 74 > 7.. Isto significa que em
cisalhamento simples, particulas com altas viscosidades giram, aproximadamente, com a
vorticidade do escoamento externo e sofrem pequenas deformacoes mesmo em altas taxas
de cisalhamento.

Na condicao anterior pode-se escrever a equacao diferencial que governa a taxa de
variagdo de A em termos da derivada de Jaumann, D /Dt (Rallison, 1980). Esta derivada
temporal é observada de um sistema de referéncia que gira (mas nao deforma) com a
particula (i.e uma derivada temporal girando com £, sendo as particulas livres de torque).
Aplicando-se a condigao de contorno cinemética, Eq. (3), para este caso:

DAij 8AU 5 4 20

Di = 8t — CCLVVikAkj + C’aAikaj — ﬁCCLEl — E

Ao (8)

W = 0.5(ij — ji) é o tensor vorticidade para cisalhamento simples e as fungoes f(A) e g(A)
foram simplificadas no limite de altos A para: f(A) ~ 2 e g(A\) ~ 55. A Eq. (8) leva em
consideracao o efeito da vorticidade do solvente na evolucao da forma da particula.

Para o caso de cisalhamento simples, Eq. (8) reduz-se ao seguinte sistema adimen-



sional de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem :

. 20 . ; 20 o A Ca
A+ EAH = CaAyg; A+ EAH = ECG + 7(1422 — An);
.20 Ca .20 -
Az + EAB = 7A23; Ao + EAQQ = —Cady;

, 20 Ca , 20
Ass + EA% = —7A13; Ass + EA33 = 0.

Resolvendo-se o sistema acima para a solucao estacionaria, obtém-se:

475Ca 1805C1a°

Arg = +OM?); An= — +O(\7?); (9)
4A(400 + 361Ca")

(400 + 361Ca°)
Agg = —A11; A1z = Aoz = Asg = 0.

4. APLICACOES E DISCUSSOES

4.1. Deformacao e angulo da particula

Define-se a medida escalar da magnitude de deformacao da particula como sendo
D = (Qmaz — Qmin)/2, €M qUE Qmaz € Qmin S80, Tespectivamente, as deformagoes prin-
cipais maxima e minima ou autovalores da matriz distorcao A. As direcoes das defor-
macoes principais ou os angulos entre essas direcoes e o eixo horizontal z sao determinados
conhecendo-se os correspondentes autovetores de A. Calculando-se os autovalores o' e
os correspondente autovetores v¢ do tensor distorcao, com as componentes dadas pela
Eq. (9), determina-se o angulo [ entre a direcao principal de deformacao e a direcao =,
(1,0,0), B = arccos (vl /| v!' |), e a deformagao da particula como sendo

~ 95Ca 1

AN 100 + 361C4°
Aqui v! — {% (éa + /400 + 361@’@2) 1 0}.

4.2. Aplicacao da teoria a reologia

D +O(\2). (10)

Neste ponto serd mostrado que emulsoes diluidas compostas de particulas de altas
viscosidades quando sujeitas a altas taxas de cisalhamento apresentam um comportamento
nao-newtoniano com diferenca de tensoes normais e comportamento shear thinning. Para
a condicao de altos A, a solucao permanente do tensor distorcao, A, é dada pelas Egs.
(9) e as componentes dos stresslets das particulas sdo, respectivamente, dadas por:

4 /5 25
oly = §7ra3/w <§ I + 4A12) (11)
P _ 4 5 . . P _ P
011 — Srma M’Y(4A11)a 029 — —0171. (12)

3



Avaliando-se a contribuicao macroscopica das particulas na emulsao pela aplicacao da
média volumétrica definida na Eq. (5), determina-se que a viscosidade efetiva da emulsao
¢, agora, uma funcao da taxa de cisalhamento:

itica) =14 o= 3 (5 - o] o) (13)
L 27 A1 4001 361Cq

enquanto as diferencas de tensoes normais médias adimensionais N; e N; sao obtidas,
respectivamente, como sendo No(Ca) = n{(dby — 0%3)) = —N1/2, and

3610Ca
400 + 361Ca”

¢

Ni(Ca) = n{(ofy — b)) = X ( ) +O(A"). (14)

Cabe ressaltar que, por conveniencia, enquanto as tensoes cisalhantes foram adimension-
alisadas na forma o2 /17, as tensoes normais foram adimensionalisadas como Ca 11 /1.

4.3. Comparacao com resultados de simulacao numérica

Com a finalidade de ilustrar a validade da analise anterior, os resultados preditos
pela presente teoria sdo comparados com recentes simulagoes numéricas (Cristini et al.
1998, Cunha & Loewenberg 1999). Os parametros usados para comparacao foram: a
deformacao, o angulo da particula e a contribuicao das particulas para o tensor de tensoes
efetivo da emulsao, medida em termos das propriedades (pers — p)/op, Ni/¢p e Nojo,
avaliadas por meio das Eqgs. (13) e (14).
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Figura 1: Variacao da deformacao da particula com a taxa de cisalhamento adimensional

C’a, para A = 10. As linhas pontilhadas representam a teoria de Taylor (1934), a linha
cheia a presente teoria e os pontos sao resultados de simulacao numérica.

As Figs. 1 e 2 mostram, respectivamente, como a deformacao e o angulo da particula
em relacao & direcio do escoamento variam com a taxa de cisalhamento C'a. Os resul-
tados teodricos sao comparados com valores niumericos para A = 10. Observa-se que a
teoria proposta descreve de forma satisfatoria a deformacao e a orientacao das particulas
tanto em baixas como em altas taxas de cisalhamento em contraste com a teoria de Tay-
lor (1934) que limita-se a regimes de baixas taxas de cisalhamento. Enquanto a Fig. 1



mostra que a deformacao aumenta a partir de zero com aumento da taxa de cisalhamento
do escoamento (i.e. C’a), a Fig. 2 mostra que o angulo entre a direcao principal de de-
formagao e a dire¢ao do escoamento (i.e. ) decresce a partir de, aproximadamente, /4,
em regime de baixas taxas de cisalhamento, para angulos proximos de zero em altas taxas
de cisalhamento. Como sera visto a seguir, este alinhamento das particulas na direcao
do escoamento explica qualitativamente porque, mesmo para pequenas deformacoes, a
emulsao apresenta comportamento shear thinning e tensoes elasticas. Nossos resultados
mostram também que em cisalhamento simples, particulas com viscosidade consideravel-
mente maior que a do solvente nao rompem em altas taxas de cisalhamento, com D
atingindo o limite assintético D = 5/4\ quando C'a — oo, resultado este obtido também
por Taylor (1934). O resultado acima pode ser explicado de um ponto de vista fisico,

B/m

0.3

simulacao numerica &
presente teoria —

Ca/\
Figura 2: Variacao do angulo da particula com a taxa de deformacao adimensional, para
A =10.

levando-se em consideracao que na condicao de particulas com altos A, as taxas do movi-
mento de deformagcao da ordem de o,/(Apa) sdo muito menores que as taxas de rotagao
da particula cuja ordem de magnitude é 7. Desta maneira, como em escoamento cisalha-
mento simples existe vorticidade, se a particula possui alta viscosidade o movimento de
rotacao dominara sempre o movimento de deformacao, independente da intensidade do
escoamento (i.e. taxa de cisalhamento). A Fig. 3 mostra os resultados de nossas sim-
ulagoes numéricas para forma estaciondria de particulas. A Fig. 4(c) ilustra o fato de que
em emulsoes diluidas com altas taxas de viscosidade, sujeitas a cisalhamento simples, as
particulas sao elipsdides com eixo principal praticamente alinhado na direcao z e, para
maiores valores de A (i.e. > 10), as particulas sdo levemente deformadas tendo um movi-
mento proximo ao de rotacao de corpo rigido. As Figs. 4 e 5 apresentam as comparacoes
entre a teoria e as simulacoes computacionais referentes a viscosidade da fase dispersa e
as diferencas de tensoes normais, respectivamente. Conforme pode ser visto na Fig. 4 o
comportamento shear thinning predito pela nossa teoria concorda bem com os resultados
numéricos para A = 10, em toda a faixa de taxas de cisalhamento simuladas. O grafico
mostra dois limites assintéticos nos quais a emulsao apresenta comportamento Newtoni-
ano e uma regiao de shear thinning, onde a viscosidade efetiva de emulsao depende da taxa
de cisalhamento. Em baixas taxas de cisalhamento (pequenos C’a) a emulsao comporta-se
como um fluido Newtoniano equivalente com viscosidade de Taylor. No limite de altas
taxas de cisalhamento o comportamento da emulsao também é Newtoniano, mas com
uma viscosidade efetiva associada com particula tipo blob, onde a tensao superficial prati-
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Figura 3: Formas tipicas da projecao de particulas no plano de escoamento obtidas de
simulagdes numéricas para altas razoes de viscosidade A. (a) A =4 e C'a = 16; (b) A = 10
e C'a = 10; (c¢) superposi¢ao da geometria das particulas para diferentes valores de \.

camente nao exerce influéncia no comportamento reologico da emulsao. O shear thinning
observado é aproximadamente de 17% da viscosidade efetiva de Taylor.

A Fig. 6 mostra uma concordancia qualitativa entre os resultados analiticos e numéricos.
Pode-se observar para todas as taxas de cisalhamento que, enquanto a primeira diferenca
de tensoes normais N; é uma funcao positiva de C’a, a segunda diferenca Ny é menor que
a primeira e sempre negativa; um comportamento tipico da maioria dos liquidos elasticos.
Observa-se também que em baixas taxas de cisalhamento as diferencas de tensoes normais
aparecem como um efeito de segunda ordem sendo proporcional a 4% ou de acordo com a

. . . - A 2 A
nossa adimensionalizagao AalNVi /o, x Ca e AaNs/o, x Ca .

(kefr—1)
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Figura 4: Variacao da viscosidade da fase dispersa com a taxa de deformacao adimen-
sional, para A = 10.

Diferente dos modelos adhoc usados na engenharia para descrever o comportamento



shear thinning do escoamento de fluidos nao-newtonianos, nossa analise basica preve que
efeitos nao-lineares (eldsticos), associados com a diferenca de tensoes normais, sdo impor-
tantes no caso de emulsoes. A origem do comportamento shear thinning e a presenca da
diferenca de tensoes normais tem explicacao no fato de que quando a emulsao é solicitada
a altas taxas de cisalhamento as particulas deformam e o eixo principal de deformacao
tende a se alinhar na direcao do escoamento (ver Fig. 4). Essa elongagao na dire¢ao do
escoamento oferece menos resisténcia ao cisalhamento da emulsao como um todo e produz
a diferenca de tensoes normais observadas. De uma outra maneira, pode-se dizer que a
deformacao e o alinhamento das particulas produz uma anisotropia na microestrutura da
emulsao que leva a uma anisotropia de forcas. A forca restauradora de tensao superfi-
cial é maior na direcao principal de deformacao do que nas outras direcoes ortogonais,
dando origem a uma diferenca de tensoes normais. Estes resultados ajudam a explicar de
um ponto de vista fenomenoldgico porque as emulsoes concentradas sao shear thinning e
apresentam altas diferencas de tensoes normais.

)
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N1: simulacao numeri % a
a
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N2: p—
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01 . " . "
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Ca/\
Figura 5: Variacao das diferencas de tensoes normais Ny e Ny com a taxa de deformacao
adimensional, para A = 10.
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Hydrodynamic and Rheology of a Dilute Emulsion with High Viscosity
Ratio

The small deformation theory is applied for studying the rheological behavior of a di-
lute emulsion undergoing a simple shear flow. This article shows the link between the
macrorheology with the deformation and orientation of the droplets by the flow (i.e. micro-
mechanics). The shape and the interfacial velocity of a stationary drop is used to compute
the contribution of the drop to the effective stress tensor of the emulsion. The off-diagonal
shear component and the normal stress differences are calculated. The theory is compared
with results from numerical simulations at a high viscosity ratio. An important conclusion
is that a dilute emulsion composed by viscous drops exhibits shear-thinning and elastic
behavior at moderate shear rates.
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